Vorlesung 5b

Unabhangigkeit

Tell 1

Zwel (diskrete) Zufallsvariable

(Buch S. 61)



/Zwel binare Zufallsvariable:
Ausgeglichene Verhaltnisse?

Der Wertebereich von X = (X1, X») sei {o,u} x {¢,r}
1 r

Wie sollten die Verteilungsgewichte der 4 Ausgange
{(0,£), (o,7),(u,£), (u,r)} aussehen,
damit es gerechtfertigt ist zu sagen:
X1 und X5 sind unabhangig?



Beispiel:

14 r
o| 2/6 1/6
u | 1/6 2/6

Das Chancenverhaltinis von ¢ zu r,
d.h. das Verhaltnis P(X> = ¥¢) : P(X> = 1),
st (34+8): G+ =1:1.

So wird man bezuglich X, wetten,
wenn man nichts dber den Ausgang von X weif3.



Beispiel:

¢/ r
o| 2/6 1/6
u | 1/6 2/6

Wenn man aber weif3, dass das Ereignis { X1 = o} eintritt,
wird man bezuglich des Ausgangs von X»
anders wettenals 1 : 1.
Das Chancenverhaltnis von £ zu r ist dann 2 : 1.

Die Verhaltnisse in den Zeilen sind nicht ausgeglichen!
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Beispiel: Ausgeglichene Verhaltnisse

Der Wertebereich von X = (X1, X») sei {o,u} x {¢,r}

14 r
o| 2/9 4/9
w | 1/9 2/9

Hier sind die Chancenverhaltnisse von ¢ zu r
In allen Zeilen gleich -

unabhangig vom Ausgang von X7 .



Definition
Zufallsvariable X1, X5 heil3en (stochastisch) unabhangig,
wenn fur alle Ereignisse { X1 € A1}, {Xo € Ao} qilt:
P(X; € A1, Xo € Ap) = P(X1 € A1) P(X5 € Ap)

(“Produktformel fur Wahrscheinlichkeiten”)



P(X1€ A1, X0€ Ag) =P(X1 € A1) P(X2 € Ap)

Zum Merken :

Fir jedes Paar von Teilmengen A5, A5 C S5 gilt:
Die Verhaltnisse
P(X1€ A1, X0 € Ap) : P(X1 € A1, X5 € AS)
hangen nicht ab von A1 (C Sq)

(und sind in diesem Sinn “ausgeglichen”).



Beispiel: Zweimaliges (gewohnliches) Wurfeln (X1, X»):
X1 und X5 sind unabhangig. In der Tat:
Seien A1,A> C {1,...,6} mit # A1 =: m1, #A> =: mo.
Dann ist # A1 X Ao = m1 - mo,
also
P(X1 € Ay, Xo € A>)
= P((Xq1,X2) € A1 x Ap)

_mim2 M1 My

36 6 6

=P(X1 € A))P(X5 € A5s).



P(X1 € A1, X5 € Ap)

P(Xl < Al)P(XQ & AQ).



FUr die Prufung der Unabgangigkeit diskreter Zufallsvariabler
reicht es flrs Nachprufen der Produktformel,
statt der Teilmengen A1 C S1, A> C S5

die einzelnen Ausgange a1 € S, ap € So zu betrachten:
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FUr diskrete Zufallsvariable gilt: X1, X5 sind unabhangig
genau dann,
wenn fur alle a1 € S1 und ay € S> qilt:
P(X1 = a3, X5 =ap) = P(X1 =a1) P(X5 = ap)
Denn:
“=—=" st klar (wahle A1 := {a1}, Ao := {as}).

‘=" P(X1 €41, Xo€A5) = > P(X1 =a1, X5 =as)
a1€A1,a0€EA>

= > P(X1 = a1)P(X2 = ap)
a1€EA1,a0€A>

= Y PXi1=a1) ) PXz=a)=P(X; € A)P(X3 € A)).
a1€A1 arEA>
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al

S1

= ap)
P(X>
=ay)
) =P(X; =
— ar
Xo =
= ay,
P(X;
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P(Xq1 € Ay, Xo € As)

P(Xl < Al)P(XQ - AQ).
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Ein handliches Kriterium flr die Unabhangigkeit zweier
diskreter Zufallsvariabler ist die Proportionalitat der Zeilen
der Matrix ihrer gemeinsamen Verteilungsgewichte p(a1, as).

In der Tat ist das hinreichend: dann ist namlich
p(aq,-) (das ist die Zeile namens a1) ja auch proportional zu
po(+) = Za,l €5 p(a’,-) (das ist die Summe der Zeilen), also gilt

(*) p(a1,a) = k(a1)p2(ar)

flr irgendwelche nichtnegativen Zahlen k(aq).
Summiert man (x) Uber as € S», so erhalt man p1(aq) = k(aq).
Damit wird (*) zur Produktformel von Folie 11.

Umgekehrt impliziert die Produktformel von Folie 11 die Proportionalitat
der Zeilen* der Matrix (p(a1,a2)) 4,5, arcs, (UbUNg).

*oder auch der Spalten
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